10 клас

Рівень А (високий)

1. Усі чотирицифрові числа від 1000 до 2014 виписуються послідовно в рядок через коми, потім коми стираються. Знайдіть остачу від ділення отриманого числа  
1000 1001 … 2013 2014 на 11.

Розв’язання. Позначимо 
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 число, отримане “склеюванням” натуральних чисел
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, записаних у десятковій формі; це склеювання проводиться так: до десяткового запису числа 
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 приписуються послідовно праворуч цифри числа
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, потім 
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 і т.д. Якщо кожне число, що склеюється, містить парне число десяткових цифр, то остача від ділення на 11 склеєного числа збігається з остачею ділення на 11 суми цих чисел. Т.к. 
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 тоді досить довести це для двох чисел (2n – число знаків у записі  А2): 
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 99…99А1 ділиться на 11 без остачі, тому 
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 дають рівні лишки.

Знайдемо суму всіх натуральних чисел від 1000 до 2014 включно: 
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1507

1015

2

2014

1000

2014

1000

´

=

´

+

=

+

+

K


1507 ділиться на 11, тому ділиться без остачі й наша склейка.  

Відповідь: шукана остача рівна 0

2.  
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 – висоти гострокутного трикутника 
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 середини сторін 
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 відповідно, 
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      Доведення. 

1) У 
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 – медіана. За властивістю медіани проведеної до гіпотенузи 
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 рівнобедрений з основою АВ1 і 
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ОС2С1 = 60°, як суміжний з 
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2) Аналогічно розглядаючи  
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 – медіана, робимо висновок, що 
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 рівнобедрений з основою АС1, тоді 
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3. Дано функцію 
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  Знайдіть значення 
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  (знак функції використовується 2014 раз).

Розв’язання. Знайдемо
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. Таким чином, композиція трьох функцій число 2 відображає в себе. Число 2014 при діленні на 3 дає в остачі 1. Це значить, що композиція 2014 підряд функцій 
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 число 2 відображає в 5. Відповідь: 5.

4. Побудуйте графік рівняння 
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 – найбільше ціле число, яке не перевищує 
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Відповідь.
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5. Доведіть, що система нерівностей: 
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 не має розв'язків.

Розв’язання. Припустимо, що дана система нерівностей має розв'язок x, y, z, t.

Тоді, зокрема, x2 > (y − z + t)2, тобто (y − z + t − x)(y − z + t + x) < 0.

Аналогічно одержуємо:(x − z + t − y)(x − z + t + y) < 0, (x − y + t − z)(x − y + t + z) < 0, (x − y + z − t)(x − y + z + t) < 0.

Перемножимо всі отримані нерівності.

З одного боку, добуток чотирьох від'ємних чисел додатній.

 З іншого боку, цей добуток:− (x − y + z − t)2(x + y − z + t)2(x − y + z + t)2(x − y – z + t)2 ≤ 0.

Приходимо до протиріччя.
Рівень Б (середній)

1. У перший квадрат вписано перше коло, у коло вписано другий квадрат і в нього – друге коло і т.д. Знайти відношення площі першого квадрата до площі 2015-го. 

Розв’язання. Сторона будь-якого квадрата з описаної послідовності дорівнює діагоналі наступного, тому що  обидві вони дорівнюють діаметру проміжного кола. Відношення сторін послідовних квадратів є
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, а відношення площ рівно 2 (див. також малюнок).  

Відповідь: шукане відношення 
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2. Усі чотирицифрові числа від 1000 до 2014 виписуються послідовно в рядок через коми, потім коми стираються. Знайдіть остачу від ділення отриманого числа  
1000 1001 … 2013 2014 на 11.

3. Функція 
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 задана як сума нескінченноспадної геометричної прогресії:
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А) Знайдіть значення 
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Б) Побудуйте графік функції 
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Вказівки до розв'язання.


[image: image59.wmf](

)

(

)

x

x

x

x

x

x

x

x

x

f

+

=

+

-

×

=

+

+

+

+

+

=

1

1

1

1

1

...

1

1

2

     
[image: image60.wmf](

)

2015

2014

1

2014

=

+

=

f


4. Знайдіть всі розв'язки системи 
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Розв’язання. Помітимо, що  з 
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Отже,
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 Для z=1 із другого рівняння вихідної системи негайно випливає, що x=y=0. 

У випадку 
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 При цьому  
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Якщо x=0, то y=1.  Якщо x=1, то y=0.  Остаточно знаходимо, що x=1, y=0, z=0;   x=0, y=1, z=0;  x=0, y=1, z=0 - усі розв'язки системи рівнянь.
Зауваження: В умові задачі описка у першому рівнянні системи: замість  «
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». Якщо учень здогадався про помилку в умові, то розв’язання відповідає наведеному вище. Якщо учень розв’язує з рівняннм 
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, то розглядати наведений ним розвязок.
5. У Кіри й Андрія разом 2014 цукерок. Щохвилини одночасно Андрій віддає Кірі половину кількості своїх цукерок, а Кира – усі свої цукерки. Якщо в Андрія стає непарна кількість цукерок, то процес припиняється. Доведіть, що такий процес не може тривати нескінченно довго.

Розв’язання. Нехай 
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 початкова кількість цукерок у Андрія і Кіри відповідно. Тоді на 
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По індукції отримаємо : 
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Так як 
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 ціле число, то процес може тривати нескінченно лише при 
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. Але 2014 не ділиться на 3. Отже, процес зупиниться.  

Рівень В (достатній)

1. У перший квадрат вписано перше коло, у коло вписано другий квадрат і в нього – друге коло і т.д. Знайти відношення площі першого квадрата до площі 2015-го. 

2. Усі чотирицифрові числа від 1000 до 2014 виписуються послідовно в рядок через коми, потім коми стираються. Знайдіть остачу від ділення отриманого числа  
1000 1001 … 2013 2014 на 11.

3. Знайдіть всі розв'язки системи 
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4. Хлопчик і дівчинка проводять діагоналі в правильному 2014-кутнику так, щоб вони не перетиналися. Той, хто проведе таку діагональ останнім, виграє. Як повинна грати дівчинка, яка починає гру, щоб виграти?

Розв’язання. Спочатку дівчинці потрібно провести діагональ, що проходить через центр описаного кола. Потім проводити діагоналі, симетричні діагоналям, які проводить хлопчик, відносно цієї діагоналі.

5. Скількома способами можна розфарбувати всі 13 частин фігури, яку зображено на малюнку, у три кольори так, щоб ніякі дві частини, пофарбовані однаково, не мали спільної межі? Два розфарбовування вважаються різними, якщо хоча б одна з 13 частин пофарбована по-різному.
Розв’язання. Центральну частину можна пофарбувати в один із трьох кольорів. Тоді всі 12 секторів доведеться фарбувати в інші два кольори, адже кожен із секторів має спільну межу із центральною частиною. Сектор 1 можна пофарбувати у довільний із двох кольорів, а кольори решти секторів встановлюються після цього автоматично: сектор 2 має бути пофарбовано в колір, відмінний від кольору центральної частини і сектора 1; сектор 3 повинен бути пофарбований у колір, відмінний від кольору центральної частини й сектора 2 і т. д. Легко бачити, що таке розфарбування справді задовольнятиме умову задачі, адже пара секторів 12 і 1 також буде розфарбована по-різному. Отже, маємо 
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 варіантів розфарбування. Відповідь: 6.
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