11 клас

Рівень А (високий)

1. Розв'яжіть систему рівнянь
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Розв’язання. З рівнянь випливає, що |x|( 1. Якщо |x|=1, то y=z=0. Нехай |x|<1. Оскільки |y|<1 і |z|<1, тоді   1=x4+2y4+3z4>x6+2y6+3z6=1. Ми одержали протиріччя. Отже, x=1, y=0, z=0;   x=-1, y=0, z=0 - усі розв'язки системи.

2. На площині проведено 2014 прямих загального положення (тобто будь-які дві з них не паралельні, будь-які три не мають спільної точки). Доведіть, що серед утворених ними кутів знайдуться 11, сума величин яких менше 1 градуса. 

Розв’язання. За допомогою паралельних перенесень перетворимо сімейство даних прямих у пучок прямих, що проходять через ту саму точку А. 4028 променів цих прямих з вершинами в А перенумеруємо в порядку їх проходження за годинниковою стрілкою, прийнявши довільний  з них за 
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, а інші –
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,…, 
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. Потім вилучимо всі промені з номерами, не кратними 11.  367 променів, що залишилися (4028=11·366+5=4026+2) поділяють усю площину на 367 секторів, з яких ми виключимо останній, утворений променями 
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 й 
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.  366 секторів, що залишилися заповнюють кут, менший 360 о, тому серед них є сектор з величиною кута, меншою за  1 о (якщо ні, то загальна сума величин секторів більше 360о) у ньому відновимо вилучені промені й одержимо необхідне.

3. Знайдіть перші 1007 цифр після коми в десятковому записі числа 
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Розв’язання. Покажемо, що 
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 – вірно; 
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 – також вірно. 
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Далі 
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 й перші 1007 цифр ( насправді навіть більше) після коми – це нулі. Відповідь: 1007 цифр після коми в десятковому записі 
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4. Діагоналі 
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 та 
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 опуклого чотирикутника 
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 перпендикулярні та перетинаються в точці 
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 відповідно. Доведіть твердження:

а) 
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Розв’язання. а) Використаємо відому формулу для радіуса вписаного кола для прямокутного трикутника з катетами 
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 та гіпотенузою 
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 EMBED Equation.3 [image: image34.wmf](
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б) З теореми Піфагора маємо, що 
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останній перехід використовує пункт а). 

5. Функція  
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 задовольняє таким умовам:  
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 Знайдіть значення  
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Відповідь: 
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Розв’язання. Для довільного 
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. Використавши умову 
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, матимемо:
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Із допомогою методу математичної індукції покажемо, що 
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. Базу індукції доведено вище. Індукційний перехід здійснимо, скориставшись співвідношенням 
[image: image62.wmf]1

)

1

(

)

2

(

2

2

+

+

=

+

n

f

n

f

:


[image: image63.wmf]22

(2)(1)1(1)12

fnfnnn

+=++=++=+

 
[image: image64.wmf]Þ

 
[image: image65.wmf](2)2.

fnn

+=+


Неважко індукцією показати й те, що функція 
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 справді задовольняє умову задачі: якщо 
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Отже, 
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Рівень Б (середній)

1 На площині проведено 2014 прямих загального положення (тобто будь-які дві з них не паралельні, будь-які три не мають спільної точки). Доведіть, що серед утворених ними кутів знайдуться 11, сума величин яких менше 1 градуса.

2 Чи можна квадрат розрізати на три таких, що не дорівнюють один одному, але подібних прямокутника?

Розв’язання. Розріжемо одиничний квадрат на три прямокутники в такий спосіб. Якщо сторони великого прямокутника [image: image70.wmf]1

 й[image: image71.wmf]x

, то сторони другого за величиною ( з урахуванням подібності) є [image: image72.wmf]1
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Ліва частина рівняння при [image: image78.wmf]0
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 має різні знаки. Виходить, воно має розв'язок на інтервалі [image: image80.wmf])
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 й розрізання можливе.

3 Знайдіть всі натуральні значення 
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, для яких існують натуральні розв'язки 
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 системи рівнянь 
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Відповідь: 3, 6, 9.

Розв’язання. 
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З першого рівняння підставимо 
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Ліва частина кратна 9, тому і права повинна бути кратна 9.

Розглянемо випадки:

1) 
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9x = 27k3-9k2
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 звідки 
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Якщо 
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 не кратне 3, то 
[image: image96.wmf]m

n

9

1

=

-

 
[image: image97.wmf]Þ

 
[image: image98.wmf](

)

2

1

9

+

=

m

m

x

 звідки 
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, і ні при якому 
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 змінна 
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 не може бути натуральним числом.
4 Знайдіть перші 1007 цифр після коми в десятковому записі числа 
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5 Дано функцію 
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  Знайдіть значення 
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  (знак функції використовується 2014 раз).

Розв’язання. Знайдемо
[image: image105.wmf]5

)

2

(

=

f

, тоді
[image: image106.wmf](

)

(

)

(

)

12

5

2

=

=

f

f

f

, а тому 
[image: image107.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

12

5

2

=

=

=

f

f

f

f

f

f

. Таким чином, композиція трьох функцій число 2 відображає в себе. Число 2014 при діленні на 3 дає в остачі 1. Це значить, що композиція 2014 підряд функцій 
[image: image108.wmf]f

 число 2 відображає в 5. Відповідь: 5.

Рівень В (достатній)

1 [image: image159.wmf]B

У трикутнику ABC відрізок AD — бісектриса 
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. Відомо, що 
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 — рівнобедрений з вершиною D. Знайдіть довжини сторін 
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Розв’язання. Зрозуміло, що 
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 випливає, що 
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Звідси 
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Зауважимо, що трикутник зі сторонами 
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 справді задовольняє умову задачі: бісектриса AD ділить сторону BC у відношенні 
[image: image123.wmf]4536
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 і дорівнює, після застосування теореми косинусів до трикутників ACB й ACD, 36.

Відповідь: 
[image: image124.wmf]100,80,45.
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2 В кожній клітинці квадрата 8 на 8 розставлено числа 1 або -1. Петрик підрахував добутки чисел у кожному рядку й додав ці добутки. Василь підрахував добутки чисел у кожному стовпці й додав ці добутки. Толю склав числа Петрика й Василя. Доведіть, що отримане ним число ділиться на 4.

Розв’язання. Нехай добуток чисел дорівнює одиниці в 
[image: image125.wmf]p

 рядках, і в 
[image: image126.wmf]q

стовпцях. Тоді число Петрика дорівнює 
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, число Василя дорівнює 
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, а  число Толі буде 
[image: image129.wmf]2216
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. Достатньо довести, що 
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 парне, або що числа  
[image: image131.wmf]p

й 
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 - однієї парності. Підрахуємо парність кількості чисел (-1) по рядках і по стовпцях. По рядках: у 
[image: image133.wmf]p

 рядках парна кількість (-1) і в 
[image: image134.wmf]8
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 рядках непарна кількість (-1), значить парність кількості (-1) у всій таблиці збігається з парністю числа 
[image: image135.wmf]8
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. По стовпцях: у 
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 стовпцях парна кількість (-1) і в 
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 стовпцях непарна кількість (-1), тому парність кількості (-1) у всій таблиці збігається з парністю числа 
[image: image138.wmf]8
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. Тоді числа 
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 - однієї парності. Виходить, 
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і 
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