9 клас

Рівень А (високий)
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Зобразіть на координатній площині множину точок, координати яких 
[image: image77.bmp] задовольняють нерівності 
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Відповідь: див. малюнок. 


2. Знайдіть всі розв'язки системи 
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Розв’язання. З першого рівняння випливає, що 
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. Якщо x і y одночасно більше нуля, то кожне з них строго менше одиниці. Тоді 
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 чого не може бути. У випадках, що залишилися, отримуємо x=0, y=1; x=1, y=0.

3. Всередині квадрата зі стороною  1 побудовано кілька кіл, сума довжин яких дорівнює 20. Доведіть, що існує пряма, яка перетинає принаймні 7 з цих кіл.

може бути. У випадках, що залишилися, отримуємо x=0, y=1; x=1, y=0.
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 Розв’язання. Довжина кола [image: image10.wmf]d
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 або [image: image14.wmf](
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. Розділимо ліву й праву частини останньої рівності на [image: image15.wmf]p
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Таким чином, сума діаметрів кіл більше 6. Враховуючи, що всі діаметри менше одиниці, ми можемо зробити висновок про те, що у квадраті побудовано не менше семи кіл. Спроектуємо ці кола на одну зі сторін квадрата. Проекцією кожного кола буде відрізок з довжиною, що орівнює діаметру кола, що проєктується. Сума довжин, отриманих відрізків більше 6,3 (вона дорівнює [image: image17.wmf]k
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). Це означає, що одиничний відрізок покритий відрізками, сума довжин яких більше 6,3. Отже, сторона квадрата «покрита» у деяких точках більш ніж шістьма «шарами». Якщо ми проведемо через таку точку пряму, перпендикулярну стороні квадрата, на чку проводилось проєктування, то вона перетне більше 6 кіл. Що й було потрібно довести.

4. На дошці записано числа 0, 1, 2, 3, ..., 2014. Андрійко може вибрати серед записаних чисел довільні два a, b та записати замість них число 
[image: image18.wmf]|
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. Після 
2014-ї такої операції на дошці залишиться єдине число. Яке найбільше значення воно може мати?

Розв’язання. Оскільки всі числа на дошці залишатимуться невід’ємними на кожному кроці, а для невід’ємних чисел a та b завжди 
[image: image19.wmf]||max{,}
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, можемо стверджувати, що числа́, більшого за 2014, на дошці опинитися не може. Число 2014, з іншого боку, справді може залишитись останнім. Для цього Андрійку достатньо зробити так: спершу провести операції з парами чисел (1, 2), (3, 4), …, (2012, 2013) — записати замість кожної з цих пар одиницю. Далі він розіб’є отримані 1006 одиниць на 503 пари і проведе операції з ними, внаслідок чого дістане 503 нулі, записаних на дошці разом із числом 0 та 2014, які Андрійко не чіпав. Далі хлопець по одному прибиратиме нулі, ставлячи їх у пари із числом 2014.

Отже, найбільшим числом, яке може лишитися після 2014 операцій, є число 2014. Відповідь: 2014.
5. Для функції 
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 виконується умова 
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. Доведіть, що вона має два нулі.

Розв’язання. Оскільки задану умову  можна переписати у такому вигляді: 
[image: image23.wmf]0

2

5

=

+

+

c

b

a

 
[image: image24.wmf]Û

 
[image: image25.wmf]0

2

4

=

+

+

+

+

-

c

b

a

c

b

a

.

А останню умову запишемо у такому вигляді 
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. Таким чином, або 
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 і парабола має два дійсних корені, або ці значення мають різні знаки, звідки також випливає, що вона має два дійсних корені. 

Рівень Б (середній)

1. Три від'ємні числа x, y, z  підібрано так, що виконуються рівності 
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Розв’язання. З наведених рівностей випливає: 
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. З того, що  х<0, при множенні на 
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 воно зменшується. Тому 
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2. Знайдіть всі розв'язки системи 
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3. Всередині квадрата зі стороною  1 побудовано кілька кіл, сума довжин яких дорівнює 20. Доведіть, що існує пряма, яка перетинає принаймні 7 з цих кіл.

4. Доведіть, що 
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 для будь-якого дійсного x. ( [а] – ціла частина дійсного числа а, [а] дорівнює найбільшому цілому числу, що не перевищує а).

Розв’язання. Покладемо, що
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, де a - ціла, а ( - дробова частина цього числа.  Розглянемо три випадки.

1. 
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. Тоді ліва частина виразу дорівнює: 
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2. 
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. Тоді ліва частина виразу дорівнює: 
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. Тоді ліва частина виразу дорівнює: 
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5. Для функції 
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 виконується умова 
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. Доведіть, що вона має два нулі.

Рівень В (достатній)

1. Три від'ємні числа x, y, z  підібрані так, що виконуються рівності 
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. Що більше: z або x?
2. Натуральні числа від 1 до 9 розфарбовано у два кольори. Доведіть, що знайдуться три різні числа одного кольору, одне з яких дорівнює сумі двох інших.

Розв’язання. Нехай кольорами є білий і чорний. При цьому 9 має чорний колір. Припустимо, що твердження невірне. Для пари (1,2) можливі чотири варіанти розфарбовування: (Б,Б), (Б,Ч), (Ч,Б), (Ч,Ч). Розглядаючи кожний з них окремо легко приходимо до протиріччя. Наприклад, для пари (Б,Ч) міркування виглядають так.
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Отримане протиріччя, оскільки 2+6=8!

3. В трикутнику ABC проведено бісектрису BD. Відомо, що центр описаного навколо 
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 кола збігається із центром кола, що вписане у 
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. Знайдіть кути 
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Розв’язання. Позначмо спільний центр кіл через I, а точки дотику вписаного у 
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 кола до сторін CD, BC і BD через E, F, G відповідно (рис. 5). Відрізки IE та IF — серединні перпендикуляри до сторін AC й BC відповідно, а тому 
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. Із властивостей дотичних до кола 
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Також маємо, що 
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Отже, трикутники BDC та ACB рівнобедрені. Звідси маємо, що  
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Відповідь: 
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4. На дошці записано числа 0, 1, 2, 3, ..., 2014. Андрійко може вибрати серед записаних чисел довільні два a, b та записати замість них число 
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. Після 
2014-ї такої операції на дошці залишиться єдине число. Яке найбільше значення воно може мати?
5. Доведіть, що 
[image: image68.wmf][
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 для будь-якого дійсного x. ( [а] – ціла частина дійсного числа а, [а] дорівнює найбільшому цілому числу, що не перевищує а).
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