8 клас

Рівень А (високий)

1. Знайдіть такі цілі числа x, y, z, що задовольняють рівності:


[image: image82.emf].

Розв’язання. Якби такі три числа x, y та z існували, принаймні два з них мали би однакову парність. Припустимо, це пара чисел x та y. Тоді сума 
[image: image2.wmf]xy
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 — парна, а отже парним мав би бути й добуток 
[image: image3.wmf])
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. Число ж 2015, якому цей добуток повинен дорівнювати, — непарне. Одержана суперечність показує, що цілих чисел, які задовольняють умову, не існує. Відповідь: таких чисел не існує. 

2. Усі точки площини пофарбовано в 4 кольори (одна точка в один колір), причому кожний колір використовується. Чи обов'язково знайдеться пряма, яка містить точки принаймні трьох різних кольорів?

Розв’язання. Так. Доведемо це. Припустимо супротивне. Розглянемо тепер чотири точки різних кольорів : A, B, C, D. Розглянемо випадок, коли AB не паралельна CD. Тоді нехай точка X – перетин цих прямих. Але тоді ця точка має колір або A або B.  Припустимо X має колір точки A. Але тоді три різних кольори будуть на прямій CD.


Нехай тепер AB паралельна CD. Якщо BC не паралельна DA, то проводимо міркування, які описані раніше. Якщо BC паралельна DA, то ABCD – паралелограм. Його діагоналі AC і BD перетинаються у деякій точці X. Знову повторюємо попередні міркування. 

3. Поділіть на дві рівні частини воду, що знаходиться в повній 16 літровій ємності, користуючись нею і порожніми 11- і 6-літровими ємностями. Яка найменша кількість переливань буде потрібна? 

	
	ємність 16 л
	ємність 11 л
	ємність 6 л

	 До переливання
	16
	0
	0

	Перше переливання
	10 
	0 
	6 

	Друге переливання
	10
	6
	0

	Третє переливання
	4
	6
	6

	Четверте переливання
	4
	11
	1

	П'яте переливання
	15
	0
	1

	Шосте переливання
	15
	1
	0

	Сьоме переливання
	9
	1
	6

	Восьме переливання
	9
	7
	0

	Дев'яте переливання
	3
	7
	6

	Десяте переливання
	3
	11
	2

	Одинадцяте переливання
	14
	0
	2

	Дванадцяте переливання
	14
	2
	0

	Тринадцяте переливання
	8
	2
	6

	Чотирнадцяте переливання
	8
	8
	0


4. [image: image1.wmf]2015
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У декартовій площині задано трикутник з вершинами в точках А(2014;2014), В(2015;2016), С(2016;2015). Знайдіть площу трикутника. 

 Розв’язання. Для зручності зробимо паралельне перенесення трикутника на вектор (-2014, –2014)  (паралельне перенесення зберігає рівність фігур і рівність їх площ). Для вершин отриманого  трикутника збережемо ті ж позначення: А(0;0), В(1;2), З(2;1) 

        Впишемо ΔАВС у прямокутник зі сторонами, паралельними координатним осям, з вершинами в точках А(0;0),D(0;2),E(2;2), F(2;0). Площа прямокутника ADEF 2
[image: image4.wmf]´

 2=4.  Трикутник АВС одержимо, вирізавши з ADEF трикутники АDВ, АFС, BEC, площі яких 1, 1 і 0,5. Відповідно до цього знайдемо площу трикутника АВС: 4-2,5=1,5. Відповідь: площа трикутника АВС рівна 1,5 од2.

5. Знайдіть всі прості числа p, які можна записати у вигляді [image: image5.wmf]4
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 з натуральними m і n.
Розв’язання. 
1.  За означенням p – просте, якщо воно має рівно два дільники 1 і саме себе. Тому розкладемо [image: image6.wmf]4
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 на множники.

2. [image: image7.wmf](
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3. Отже [image: image8.wmf]4
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 - просте, якщо [image: image9.wmf]1
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, але перша рівність не виконується ні при яких натуральних m і n.

4. Знайдемо такі m і n, що [image: image11.wmf]1
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. У лівій частині рівності виділимо повний квадрат [image: image12.wmf](

)

(

)

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

n

n

m

n

n

mn

m

mn

n

m

+

-

=

+

+

-

=

-

+

. 

5. Тоді[image: image13.wmf](
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, але перша система не має розв'язків у натуральних числах. Розв'яжемо другу систему: із другого рівняння маємо: n=1, тоді з першого: m=n=1.

6. Одержуємо [image: image14.wmf]5
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 - просте число, і тому що m=n=1 – єдина пара, що задовольняє другій системі (п.4), тоді це єдине просте число, що представляється у вигляді [image: image15.wmf]4
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Рівень Б (середній)

1. Знайдіть такі цілі числа x, y, z, що задовольняють рівності:


[image: image16.wmf]2015
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2. Усі точки площини пофарбовано в 4 кольори (одна точка в один колір), причому кожний колір використовується. Чи обов'язково знайдеться пряма, яка містить точки принаймні трьох різних кольорів?

3.  При якому найбільшому значенні 
[image: image17.wmf]a

  вираз 
[image: image18.wmf]a
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 є квадратом натурального числа?

Розв’язання. 
Сума першого й другого доданків рівна
[image: image19.wmf]a
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, сума третього й четвертого доданків теж рівна 
[image: image20.wmf]a
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 і так далі 
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. Усього пар доданків в умові задачі 1007. Тому вся сума рівна  
[image: image22.wmf]a
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Обчислена сума повинна дорівнювати квадрату натурального числа, тобто 
[image: image23.wmf]2
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, звідки, 
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 При збільшенні числа 
[image: image27.wmf]N

 число 
[image: image28.wmf]a

 зменшується ( за рахунок знаку мінус перед дробом), виходить, найбільше значення число 
[image: image29.wmf]a

 приймає при 
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. Отже, найбільше значення 
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1

-

=

a

.

Відповідь: 
[image: image32.wmf]1007
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4. У кімнаті зібралися 12 людей, кожний з яких або лицар, що завжди говорить правду, або брехун, що завжди бреше. Їх пронумерували числами від 1 до 12. Перший сказав: «Усі люди, що знаходяться у цій кімнаті, з номерами, що діляться на 2, брехуни». Другий сказав: «Усі люди, що знаходяться у цій кімнаті, з номерами, що діляться на 3, брехуни» і т.д. Одинадцятий сказав: «Усі люди, що знаходяться у цій кімнаті, з номерами, що діляться на 12, брехуни». Дванадцятий, на відміну від попередніх, промовчав. Скільки брехунів у кімнаті?

Розв'язання. Розглянемо всі можливі випадки, починаючи з першого. Нехай він лицарь. 

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	л
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Перший сказав: «Усі люди, що знаходяться у цій кімнаті, з номерами, що діляться на 2, брехуни».Маємо

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	л
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Тепер розглянемо 5-го, 7-го, 9-го, 11-го . Всі вони сказали правду. Тоді

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	л
	б
	
	б
	л
	б
	л
	б
	л
	б
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Залишився третій. Він сказав «Усі люди, що знаходяться у цій кімнаті, з номерами, що діляться на 4, брехуни» – і сказав правду, відповідно до розміщення в таблиці. 

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	л
	б
	л
	б
	л
	б
	л
	б
	л
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	б


Залишається перевірити висловлення інших. Всі вони вірні. Тому брехунів – 6.

Розглянемо тепер випадок, що перший брехун.

	1
	2
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	4
	5
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	10
	11
	12

	б
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Тоді ми не можемо визначити однозначно тих, номера яких діляться на 2. Розглянемо тепер таблицю починаючи з 12-го. 

Нехай він брехун. Тоді легко отримаємо, рухаючись з права на ліво

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	б
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	б
	л
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Але для першого отримали протиріччя він брехун, але сказав правду.

Розглянемо варіант 12-й лицарь. Рухаючись з права на ліво отримаємо

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	б
	б
	б
	б
	б
	л
	б
	л
	б
	л
	б
	л


Перевіряемо для першого. Вірно. 8 брехунів. Відповідь: або 6 або 8 брехунів.

5. У декартовій площині задано трикутник з вершинами в точках А(2014;2014), В(2015;2016), С(2016;2015). Знайдіть площу трикутника.

Рівень В (достатній)

1. Відомо, що ціле число 
[image: image33.wmf]n

 не кратне 3. Доведіть, що 
[image: image34.wmf]8
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 кратне 3.

Розв'язання. Якщо 
[image: image35.wmf]n

 не кратне 3, то його можна записати, як 
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3

+

=

k

n

 або 
[image: image37.wmf]2

3

+

=

k

n

, де 
[image: image38.wmf]Z

k

Î

.

Тоді 
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В обох випадках вирази містять множник 3, отже  
[image: image41.wmf]8
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 кратне 3, що й треба було довести.

2. Доведіть, що будь-який трикутник можна розрізати на чотири рівнобедрені трикутники.

Розв'язання.  Розріжемо трикутник на два прямокутні висотою, що проведена з вершини з найбільшим кутом. Далі кожний з них розбивається на два рівнобедрені медіаною, що з'єднує вершину прямого кута й середину гіпотенузи.

3. Поділіть на дві рівні частини воду, що знаходиться в повній 16 літровій ємності, користуючись нею і порожніми 11- і 6-літровими ємностями. Яка найменша кількість переливань буде потрібна?

4. Усі точки площини пофарбовано в 4 кольори (одна точка в один колір), причому кожний колір використовується. Чи обов'язково знайдеться пряма, яка містить точки принаймні трьох різних кольорів?

5. У кімнаті зібралися 12 людей, кожний з яких або лицар, що завжди говорить правду, або брехун, що завжди бреше. Їх пронумерували числами від 1 до 12. Перший сказав: «Усі люди, що знаходяться у цій кімнаті, з номерами, що діляться на 2, брехуни». Другий сказав: «Усі люди, що знаходяться у цій кімнаті, з номерами, що діляться на 3, брехуни» і т.д. Одинадцятий сказав: «Усі люди, що знаходяться у цій кімнаті, з номерами, що діляться на 12, брехуни». Дванадцятий, на відміну від попередніх, промовчав. Скільки брехунів у кімнаті?

2. Знайти такі цілі числа x, y, z, що задовольняють рівність:


[image: image42.wmf]2015
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Відповідь: таких чисел не існує. 

Розв’язання. Якби такі три числа x, y та z існували, принаймні два з них мали би однакову парність. Припустимо, це пара чисел x та y. Тоді сума 
[image: image43.wmf]xy
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 — парна, а отже парним мав би бути й добуток 
[image: image44.wmf])
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. Число ж 2015, якому цей добуток повинен дорівнювати, — непарне. Одержана суперечність показує, що цілих чисел, які задовольняють умову, не існує.

5. Усі точки площини пофарбовано в 4 кольори, причому кожен колір використовується. Чи обов’язково знайдеться пряма, що містить точки принаймні трьох різних кольорів? 

Вказівки до розв’язання.


Так. Доведемо це. Припустимо супротивне. Розглянемо тепер чотири точки різних кольорів : A, B, C, D. Розглянемо випадок, коли AB не паралельна CD. Тоді нехай точка X – перетин цих прямих. Але тоді ця точка має колір або A або B.  Припустимо X має колір точки A. Але тоді три різних кольори будуть на прямій CD.


Нехай тепер AB паралельна CD. Якщо BC не паралельна DA, то проводимо міркування, які описані раніше. Якщо BC паралельна DA, то ABCD – паралелограм. Його діагоналі AC і BD перетинаються у деякій точці X. Знову повторюємо попередні міркування. 

1. Відомо, що ціле число 
[image: image45.wmf]n

 не кратне 3. Доведіть, що 
[image: image46.wmf]8
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 кратне 3.
Якщо 
[image: image47.wmf]n

 не кратне 3, то його можна записати, як 
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Тоді 
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В обох випадках вирази містять множник 3, отже  
[image: image53.wmf]8
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 кратне 3, що й треба було довести.

4. Разделить на две равные части воду, находящуюся в полном 16 литровом сосуде, пользуясь этим и пустыми 11- и 6-литровыми сосудами. Какое наименьшее количество переливаний потребуется? 

	

	
Сосуд 16 л
	
Сосуд 11 л
	
Сосуд 6 л

	До переливания
	16
	0
	0

	Первое переливание
	10 
	0 
	6 

	Второе переливание
	10
	6
	0

	Третье переливание
	4
	6
	6

	Четвертое переливание
	4
	11
	1

	Пятое переливание
	15
	0
	1

	Шестое переливание
	15
	1
	0

	Седьмое переливание
	9
	1
	6

	Восьмое переливание
	9
	7
	0

	Девятое переливание
	3
	7
	6

	Десятое переливание
	3
	11
	2

	Одиннадцатое переливание
	14
	0
	2

	Двенадцатое переливание
	14
	2
	0

	Тринадцатое переливание
	8
	2
	6

	Четырнадцатое переливание
	8
	8
	0


9.1. В декартовой плоскости задан треугольник с вершинами в точках А(2014;2014), В(2015;2016), С(2016;2015). Найти площадь треугольника. 

Решение. Для удобства произведем параллельный перенос треугольника на вектор (–2014, –2014)  (параллельный перенос сохраняет равенство фигур и равенство их площадей). Для вершин полученного  треугольника сохраним те же обозначения: А(0;0), В(1;2), С(2;1) (см. рис.). 

        Впишем ΔАВС в прямоугольник со сторонами, параллельными координатным осям, с вершинами в точках А(0;0),D(0;2),E(2;2), F(2;0). Площадь прямоугольника ADEF 2
[image: image54.wmf]´

2=4.  Треугольник АВС получим, вырезав из ADEF треугольники АDВ, АFС, BEC, площади которых 1, 1 и 0,5. Соответственно этому найдем площадь треугольника АВС: 4–2,5=1,5. 

Ответ: площадь треугольника АВС равна 1,5 ед2.

Задача 2. Найти все простые числа p, которые можно записать в виде [image: image55.wmf]4
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 с натуральными m и n.
Решение. (основано на свойствах простых и составных чисел).

7. По определению p – простое, если оно имеет ровно два делителя 1 и само себя. Поэтому разложим [image: image56.wmf]4
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 на множители.
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9. Итак [image: image58.wmf]4
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 - простое, если [image: image59.wmf]1
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, но первое равенство не выполняется ни при каких натуральных m и n.

10. Найдем такие m и n, что [image: image61.wmf]1
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. В левой части равенства выделим полный квадрат [image: image62.wmf](

)

(

)

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

n

n

m

n

n

mn

m

mn

n

m

+

-

=

+

+

-

=

-

+

. 

11. Тогда [image: image63.wmf](
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, но первая система не имеет решений в натуральных числах. Решим вторую систему: из второго уравнения имеем: n=1, тогда из первого: m=n=1.

12. Получаем [image: image64.wmf]5
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 - простое число, и так как m=n=1 – единственная пара, удовлетворяющая второй системе (п.4), то это единственное простое число, представимое в виде [image: image65.wmf]4
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1. В комнате собрались 12 человек, каждый из которых либо рыцарь, всегда говорящий правду, либо лжец, который всегда лжет. Их пронумеровали числами от 1 до 12. Первый сказал: «Все люди, находящиеся в этой комнате с номерами, делящимися на 2, лжецы» Второй сказал: «Все люди, находящиеся в этой комнате с номерами, делящимися на 3, лжецы» и т.д. Одиннадцатый сказал: «Все люди, находящиеся в этой комнате с номерами, делящимися на 12, лжецы» Двенадцатый  в отличие от предыдущих промолчал. Сколько лжецов в комнате?

При каком наибольшем значении 
[image: image66.wmf]a

 выражение 
[image: image67.wmf]a
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 является квадратом натурального числа?

Сумма первого и второго слагаемых равна 
[image: image68.wmf]a
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, сумма третье и четвертого слагаемых тоже равна 
[image: image69.wmf]a
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 и так далее 
[image: image70.wmf](
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. Всего пар слагаемых в условии задачи 1007. Поэтому вся сумма равна  
[image: image71.wmf]a
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Вычисленная сумма должна равняться квадрату натурального числа, то есть


[image: image72.wmf]2
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, где 
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откуда,


[image: image74.wmf]1007
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, где 
[image: image75.wmf],....
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При увеличении числа 
[image: image76.wmf]N

 число 
[image: image77.wmf]a

 уменьшается (за счет знака минус перед дробью), значит, наибольшее значение число 
[image: image78.wmf]a

 принимает при 
[image: image79.wmf]1
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. Итак, наибольшее значение 
[image: image80.wmf]1007
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Ответ: 
[image: image81.wmf]1007
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.

Задача 2. Доказать, что любой треугольник можно разрезать на четыре равнобедренных треугольника.

Решение. Разрежем треугольник на два прямоугольных высотой, опущенной из вершины с наибольшим углом. Далее каждый из них разбивается на два равнобедренных медианой, соединяющей вершину прямого угла и середину гипотенузы.
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