7 клас

Рівень А (високий)

1. На дошці записане число. За один хід число на дошці замінюється на добуток своєї останньої цифри на число, яке отримане закреслюванням цієї цифри (наприклад, із числа 2014 утворюється число 
[image: image1.wmf]804
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). Придумайте таке трицифрове число, щоб воно записувалося трьома різними непарними цифрами, а рівно через три ходи (не раніше!) із цього числа отримали би нуль. Не забудьте навести перевірку того, що наведене Вами число дійсно за 3 ходи перетворюється в 0.

Розв'язання. Наприклад: 
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2. У класі 28 людей. Кожна дівчинка дружить із 4 хлопчиками, а кожний хлопчик – з 3 дівчинками. Скільки в класі хлопчиків і дівчаток?

Розв'язання. Зобразимо хлопчиків синіми точками на площині, а дівчинок – червоним. Якщо хлопчик і дівчинка дружать, то зєднаємо відповідні їм точки відрізком. Кожний відрізок з'єднує рівно дві точки: одну синю й одну червону. Нехай  усього x червоних і y синіх вершин (x+y=28). Виразимо кількість відрізків. З одного боку, воно рівно 3x, з іншого боку – 4y. Отримаємо рівняння №2: 3x=4y, або 3x=4(28-х). Розв'язуючи отримане рівняння, легко знайти, що x=16 а y=12.

3.  Чи вірно, що число 
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 – просте? Відповідь обґрунтуйте.

Розв'язання. Перетворимо дане число:
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Тепер очевидно, що це число має принаймні три множники, тому не є простим. Відповідь: Ні, невірно. Число не є простим.

4. Петрик, Василь, Мишко та Юрко ловили якось рибу в ставку. Увечері, повертаючись додому, вони вирішили визначити, яке місце по кількості виловленої риби зайняв кожний з них. Виявилося, що Юрко упіймав більше риби, ніж Мишко. Петрик й Василь виловили риби стільки, скільки Мишко і Юрко. А от Петрик і Юрко піймали менше риби, ніж Василь і Мишко. Допоможіть хлопцям розібратися, хто з них на якому місці.

Розв’язання. Позначимо для зручності улов кожного із хлопців відповідно до першої букви імені: П, В, М, Ю. Тоді умова задачі дасть нам такі співвідношення:


Ю > М,
(1)


П + В = М + Ю,
(2)


П + Ю < В + М.
(3)

Нехай П + В = М + Ю = х. Тоді П = х – В, М = х – Ю. Підставимо в (3) і одержимо:

x – В + Ю < В + х – Ю,

2Ю < 2В,

Ю < В.

А виходить, враховуючи (2), також маємо М > П.

Отже, П > М > Ю > В. Відповідь: П. посів перше місце, М. – друге, Ю.– третє, а В.– четверте.

5. Грають двоє. Перший може назвати довільне ціле число від 2 до 9. Другий множить це число на довільне ціле число від 2 до 9. Потім перший множить результат на будь-яке ціле число від 2 до 9, і так далі. Виграє той, хто першим отримає добуток більше 2014. Хто при правильній грі виграє — перший або його суперник? 

Розв'язання. Очевидно, гравець, перед ходом якого вийшло число, не менше 
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 (але менше 2014), виграє. Виходить, гравець, що починає із числа, не меншого 112, але меншого 224, програє (будь-який його хід дасть число в проміжку від 224 до 2014). Тепер ті числа, з яких одним ходом можна одержати число від 112 до 223 (включно), є виграшними. Це числа від 13 до 111. Усі числа від 7 до 12 — програшні. Таким чином, якщо перший гравець назве число 7, 8 або 9, то другий не може перевести його на програшний інтервал, тому при правильній грі виграє перший гравець.

2…6   7…12   13…111   112…223   224…2014 Відповідь. Переможе перший.

Рівень Б (середній)

1. На дошці записане число. За один хід число на дошці замінюється на добуток своєї останньої цифри на число, яке отримане закреслюванням цієї цифри (наприклад, із числа 2014 утворюється число 
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). Придумайте таке трицифрове число, щоб воно записувалося трьома різними непарними цифрами, а рівно через три ходи (не раніше!) із цього числа отримали би нуль. Не забудьте навести перевірку того, що наведене Вами число дійсно за 3 ходи перетворюється в 0.

2. Дано числа 2011, 2012, 2013, 2014, 2015, 2016. Дозволено до будь-яких двох з них додати по одиниці. Чи можна за кілька кроків зрівняти ці числа?

Розв'язання. Додавання до числа одиниці змінює його парність. Додавання по 1 до двох чисел змінює парність двох чисел. Якщо це були два парні числа, то парних  чисел стане на два менше, якщо два непарні, то парних стане на два більше. А якщо одне було парне, а інше непарне, то кількість парних чисел не зміниться. У кожному разі парність числа парних чисел не зміниться. Інакше кажучи, тут парність числа парних чисел - інваріант. Але якщо в шістці всі числа стануть однакові, парних серед них стане 0 або 6 - парне число. Відповідь. Не можна.

3. Чи вірно, що число 
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 – просте? Відповідь обґрунтуйте.

4. У кімнаті зібралися 12 людей, кожний з яких або лицар, що завжди говорить правду, або брехун, що завжди бреше. Їх пронумерували числами від 1 до 12. Перший сказав: «Усі люди, що знаходяться у цій кімнаті, з номерами, що діляться на 2, брехуни». Другий сказав: «Усі люди, що знаходяться у цій кімнаті, з номерами, що діляться на 3, брехуни» і т.д. Одинадцятий сказав: «Усі люди, що знаходяться у цій кімнаті, з номерами, що діляться на 12, брехуни». Дванадцятий, на відміну від попередніх, промовчав. Скільки брехунів у кімнаті?

Розв'язання. Розглянемо всі можливі випадки, починаючи з першого. Нехай він лицарь. 

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
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	л
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Перший сказав: «Усі люди, що знаходяться у цій кімнаті, з номерами, що діляться на 2, брехуни».Маємо
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Тепер розглянемо 5-го, 7-го, 9-го, 11-го . Всі вони сказали правду. Тоді
	1
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Залишився третій. Він сказав «Усі люди, що знаходяться у цій кімнаті, з номерами, що діляться на 4, брехуни» – і сказав правду, відповідно до розміщення в таблиці. 

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	л
	б
	л
	б
	л
	б
	л
	б
	л
	б
	л
	б


Залишається перевірити висловлення інших. Всі вони вірні. Тому брехунів – 6.

Розглянемо тепер випадок, що перший брехун.
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Тоді ми не можемо визначити однозначно тих, номера яких діляться на 2. Розглянемо тепер таблицю починаючи з 12-го. 

Нехай він брехун. Тоді легко отримаємо, рухаючись з права на ліво

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	б
	б
	л
	б
	л
	б
	л
	б
	л
	б
	л
	б


Але для першого отримали протиріччя він брехун, але сказав правду.

Розглянемо варіант 12-й лицарь. Рухаючись з права на ліво отримаємо
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Перевіряемо для першого. Вірно. 8 брехунів. Відповідь: або 6 або 8 брехунів.

5. Грають двоє. Перший може назвати довільне ціле число від 2 до 9. Другий множить це число на довільне ціле число від 2 до 9. Потім перший множить результат на будь-яке ціле число від 2 до 9, і так далі. Виграє той, хто першим отримає добуток більше 2014. Хто при правильній грі виграє — перший або його суперник?

Рівень В (достатній)

1. Який із двох виразів більший:
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 або 
[image: image9.wmf]12

11

11

10

10

9

9

8

8

7

7

6

6

5

5

4

4

3

3

2

-

+

-

+

-

+

-

+

-

?

Розв’язання. Підрахувати, який із виразів більший, можна безпосередньо, звівши обидва до спільного знаменника. А можна зробити інакше — згрупувати доданки та від’ємники в пари:
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Оскільки перший вираз додатний, а другий — від’ємний, перший вираз є більшим.

 Відповідь: перший вираз більший. 

2. На дошці записане число. За один хід число на дошці замінюється на добуток своєї останньої цифри на число, яке отримане закреслюванням цієї цифри (наприклад, із числа 2014 утворюється число 
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). Придумайте таке трицифрове число, щоб воно записувалося трьома різними непарними цифрами, а рівно через три ходи (не раніше!) із цього числа отримали би нуль. Не забудьте навести перевірку того, що наведене Вами число дійсно за 3 ходи перетворюється в 0.

3. Розв'яжіть рівняння: 
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Розв’язання. Зрозуміло, що 
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, оскільки 
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, то далі маємо, що 
[image: image18.wmf]2014

2014

|

2014

|

=

+

-

x

 
[image: image19.wmf]Þ

 
[image: image20.wmf]0

|

2014

|

=

-

x

 
[image: image21.wmf]Þ

 
[image: image22.wmf]2014

=

x

.
Відповідь: 
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4. Дано числа 2011, 2012, 2013, 2014, 2015, 2016. Дозволено до будь-яких двох з них додати по одиниці. Чи можна за кілька кроків зрівняти ці числа?

5. Є три скриньки. В одній лежить діамант, в іншій сидить жаба, а в третій порожньо. Скриньки закриті, а на кришках є наступні написи.

Напис на першій скриньці: 

«Діамант у першій скриньці. Жаба в другій скриньці.»

Напис на другій скриньці:

«Діамант у першій скриньці. Жаба в третій скриньці.»

Напис на третій скриньці:

«Діамант у третій скриньці. Жаба в другій скриньці.»

Відомо, що на скриньці з діамантом обидва з написаних тверджень вірні; на скриньці з жабою обидва твердження хибні. У якій скриньці жаба, у який діамант, а в який порожньо?

Розв’язання. Діамант у третій, жаба в другий, перша порожня. Розв'язок. Припустимо, що діамант у першій скриньці. Тоді жаба в другій скриньці. Тоді висловлення на другій скриньці помилкові, а там написане, що діамант у першій скриньці (що за припущенням вірно). Протиріччя. Виходить, діамант не може бути в першій скриньці. Припустимо, що діамант у другій скриньці. Тоді висловлення на ній правдиві. Виходить, діамант повинен бути в першій скриньці. Протиріччя. Діамант не може бути в другій скриньці. Залишилося перевірити, чи може бути діамант у третій скриньці. Дійсно, тоді жаба у другій скриньці, і обидва висловлення на ній помилкові. А перша скринька порожня.
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