6 клас

Рівень А (високий)

1. Два пороми відправилися одночасно від протилежних берегів ріки й зустрілися на відстані 900 метрів від лівого берега. Прибувши до місця призначення, кожний пором відразу ж відправився у зворотному напрямку. Другий раз пороми зустрілися на відстані 300 метрів від правого берега. Знайдіть ширину ріки (пороми рухаються з постійною швидкістю).

Відповідь: 2400 метрів.

Розв’язання. До першої зустрічі пороми разом пройшли відстань, що дорівнює ширині ріки. А між першою й другою зустрічами – відстань, дорівнює подвоєній ширині ріки. Оскільки пороми рухалися рівномірно, і пором, що відправився з лівого берега, пройшов до першої зустрічі 900 метрів, то за час між зустрічами цей пором пройшов 1800 метрів. Але із цих 1800 метрів він рухався 300 метрів в іншу сторону. Тому ширина ріки рівна  900 + 1800 – 300 = 2400 метрів.

2. Маючи ємності 3, 6 і 7 л розділіть на 2 рівні частини воду, що знаходиться в 
6-літровій ємності (4 л) і в 7-літровій (6 л), користуючись цими й 3-літровою ємностями. Яка найменша кількість переливань потрібна?

Розв’язання. У дужках – другий варіант розв'язання. 

	

	
ємність 6 л
	
ємність 3 л
	
ємність 7 л

	 До переливання
	4
	0
	6

	Перше переливання
	1 (4)
	3 (3)
	6 (3)

	Друге переливання
	1 (6)
	2 (1)
	7 (3)

	Третє переливання
	6 (2)
	2 (1)
	2 (7)

	Четверте переливання
	5 (2)
	3 (3)
	2 (5)

	П'яте переливання
	5 (5)
	0 (0)
	5 (5)


3. На канікули школярам задали 1001 задачу. За кожну правильно розв’язану задачу нараховується 2 бали, за кожну неправильно розв’язану задачу штраф один бал, а за кожну задачу, яку школяр не розв’язував, штраф п'ятдесят балів. Миколка правильно розв'язав менше 900 задач і набрав 1514 балів. Скільки задач правильно розв'язав Миколка?

Розв’язання. Нехай М. розв'язав і ті задачі, які він не розв'язував, причому розв'язав правильно. Тоді він отримає ще по 52 бали за кожну нерозв'язану раніше задачу. Нехай у підсумку він розв'язав правильно n задач, а неправильно — (1001 — n). Тоді він отримав 2n — (1001 — n) = 3n —1001. Нам залишилося розв'язати можливі рівняння 

3n - 1001 = 1514 (1), 

3n- 1001 = 1514 + 52 (2), 

3n - 1001 = 1514 + 52 + 52 (3), 

3n- 1001 = 1514 + 52 + 52 + 52 (4),
3n — 1001 = 1514 + 52 + 52 + 52 + 52 (5), ... 

Помітимо, що рівняння 1, 2, 4 не мають розв'язків у цілих числах,
 а рівняння 5 (і всі наступні) має розв'язок, який не задовольняє умові "М. розв'язав правильно менше 900 задач". Відповідний розв'язок у цілих числах має тільки третє рівняння, що відповідає випадку, коли М. не розв'язував 2 задачі.

ВІДПОВІДЬ. М. правильно розв'язав 871 задачу, неправильно — 128, не розв'язував 2 задачі.

4. Мишко, Павлик, Сашко, Яків й Наталка провели турнір з настільного тенісу, граючи парами так, що кожні двоє зіграли з кожними двома іншими рівно один раз. У результаті Сашко програв 12 ігор, а Яків — 6. Скільки ігор виграла Наталка? (Нічиїх у тенісі не буває.)

Розв’язання. Оскільки С. брав участь в 12 іграх, то він усі їх програв. Я. виграв 6 ігор, які він грав проти пар, у яких брав участь С.. Інші 6 ігор він програв. Виходить, Н. програла 3 гри, які грала разом із С.. Вона виграла 2 гри разом з Я. й одну програла. Н. з М. виграли 3 гри проти всіх інших пар Аналогічно, Н. з П. виграли 3 гри. Виходить, усього Н. виграла 8 разів.

5. Числа 
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 переставили у деякому порядку і отримали набір чисел 
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 ділиться націло на
 а) 2;
 б) 4?

Розв’язання. а) Оскільки серед 2015 чисел 1008 непарних та 1007 парних, то обов’язково в одній з пар буде сума двох непарних чисел, яка кратна 2, а тому й весь добуток є парним, тобто ділиться на 2.

б) Розглянемо наприклад таку перестановку чисел: 
[image: image4.wmf]3

,

2015

,

2014

...,

,

4

,

1

,

2

.

Для неї вираз у кожній з дужок, окрім останньої, дорівнює непарному числу 
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, а тому й добуток цих чисел буде непарним. Остання дужка дає число 
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, яке на 4 не ділиться. Таким чином весь добуток на 4 не ділиться. Відповідь: а) так; б) ні. 

Рівень Б (середній)

1. Два пороми відправилися одночасно від протилежних берегів ріки й зустрілися на відстані 900 метрів від лівого берега. Прибувши до місця призначення, кожний пором відразу ж відправився у зворотному напрямку. Другий раз пороми зустрілися на відстані 300 метрів від правого берега. Знайдіть ширину ріки (пороми рухаються з постійною швидкістю).

2. Маючи ємності 3, 6 і 7 л розділіть на 2 рівні частини воду, що знаходиться в 
6-літровій ємності (4 л) і в 7-літровій (6 л), користуючись цими й 3-літровою ємностями. Яка найменша кількість переливань потрібна?

3. На канікули школярам задали 1001 задачу. За кожну правильно розв’язану задачу нараховується 2 бали, за кожну неправильно розв’язану задачу штраф один бал, а за кожну задачу, яку школяр не розв’язував, штраф п'ятдесят балів. Миколка правильно розв'язав менше 900 задач і набрав 1514 балів. Скільки задач правильно розв'язав Миколка?

4. Є три попарно різних натуральних числа 
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 не можуть бути трьома послідовними натуральними числами.

Розв’язання. Якщо усі три числа додати та поділити на 3, то вийде їх середнє арифметичне, воно дорівнює з одного боку 
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а з іншого боку воно дорівнює середньому з цих трьох послідовних чисел. 

Таким чином одне з чисел дорівнює 
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. А це суперечить тому, що усі 3 числа попарно різні. 

5. Михайлик та Тарасик грають у гру. На кожному кроці від числа, яке раніше утворилося в результаті гри, віднімається один з його дільників. Програє той, після ходу якого утвориться число 0. Гру починає Михайлик з числа 2014. Хто з гравців може грати так, щоби не зважаючи на те, як ходить другий гравець завжди вигравати?

Розв’язання. Михайлик має виграшну стратегію. Він готує для Тарасика завжди непарне число. Тарасик може зробити Михайлику лише парне (з непарного, бо дільники у нього непарні). Отже, так як 0 – парне, саме Тарасик зробить останній хід.

Рівень В (достатній)

1. Який із двох виразів більший:
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Розв’язання. Підрахувати, який із виразів більший, можна безпосередньо, звівши обидва до спільного знаменника. А можна зробити інакше — згрупувати доданки у другому виразі в пари:
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Оскільки перший вираз складається із тих самих чотирьох доданків, але крім них містить іще й чотири інших доданки, він є більшим за другий вираз. Відповідь: перший вираз більший. 

2. Маючи ємності 3, 6 і 7 л розділіть на 2 рівні частини воду, що знаходиться в 
6-літровій ємності (4 л) і в 7-літровій (6 л), користуючись цими й 3-літровою ємностями. Яка найменша кількість переливань потрібна?

3. На канікули школярам задали 1001 задачу. За кожну правильно розв’язану задачу нараховується 2 бали, за кожну неправильно розв’язану задачу штраф один бал, а за кожну задачу, яку школяр не розв’язував, штраф п'ятдесят балів. Миколка правильно розв'язав менше 900 задач і набрав 1514 балів. Скільки задач правильно розв'язав Миколка?

4. У кожній клітинці таблиці 
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 записано число 0 або 1. Леся порахувала суми чисел у кожному рядку. Якщо записати ці суми у порядку зростання, вийде набір 0, 1, 2, 2, 2, 5, 6 та 8. Андрійко ж підрахував суми чисел у кожному стовпчику. Якщо записати у порядку зростання його суми, вийде набір 0, 2, 2, 3, 4, 4, 5 та 6. Чи не помилився хтось із дітей у своїх підрахунках?

Розв’язання. Якби Леся правильно підрахувала всі суми, у таблиці був би рядок, сума чисел якого дорівнює 8. Такий рядок має складатися лише з одиниць, тобто не може містити жодного нуля. Але тоді у кожному стовпчику була би принаймні одна одиниця, і стовпчика із сумою 0 бути не могло б. А це означало би, що помилився Андрій. Отже, або Леся, або Андрій помилилися. Відповідь: хтось мав помилитися.

5. Скільки фішок може стояти на шахівниці 8×8, якщо будь-який квадрат, що складається з дев'яти клітинок, містить у точності одну фішку? ( Для можливих випадків приведіть приклади розміщення фішок).

Розв’язання. Квадрат можна розрізати на 4 квадрати 3x3, 1 квадрат 2x2 і 4 прямокутника 2x3. Тому зрозуміло, що фішок не менше 4 (інакше один із чотирьох квадратів 3x3 залишиться без фішки) і не більше 9 (інакше в одній  з 9 частин буде дві фішки). Тепер залишилося побудувати 6 прикладів. ВІДПОВІДЬ: Від 4 до 9.
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